
Unit Roots

• An autoregressive process

has a unit root if

• The simplest case is the AR(1) model

or
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Examples of Random Walks



Random Walk with Drift

• AR(1) with non‐zero intercept and unit root

• This is same as Trend plus random walk
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Optimal Forecasts in Levels

• Random Walk

• Random Walk with drift
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Optimal Forecasts in Changes

• Take differences (growth rates if  y in logs)

• Optimal forecast: Random walk

• Optimal forecast: Random walk with drift
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Forecast Errors

• By back‐substitution

• So the forecast error from an h‐step forecast is

• Which has variance 

• Thus the forecast variance is linear in  h

11

1

++−−

−

+++=
+=

ththt

ttt

eey
eyy

L

11 ++− ++ tht ee L

222 σσσ h=++L



Forecast intervals

• The forecast intervals are proportional to the 
forecast standard deviation

• Thus the forecast intervals fan out with the 
square root of the forecast horizon  h
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Example: Random Walk



General Case

• If  y has a unit root, transform by differencing

• This eliminates the unit root, so z is stationary.

• Make forecasts of  z
– Forecast growth rates instead of levels
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Forecasting levels from growth rates

• If you have a forecast for a growth rate, you 
also have a forecast for the level

• If the current level is 253, and the forecasted 
growth is 2.3%, the forecasted level is 259

• If a 90% forecast interval for the growth is 
[1%, 4%], the 90% interval for the level is 
[256,263]



Estimation with Unit Roots

• If a series has a unit root, it is non‐stationary, 
so the mean and variance are changing over 
time.

• Classical estimation theory does not apply

• However, least‐squares estimation is still 
consistent



Consistent Estimation

• If the true process is

• And you estimate an AR(1)

• Then the coefficient estimates will converge in 
probability to the true values (0 and 1) as T 
gets large
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Example on simulated data

• N=50

• N=200

• N=400



Model with drift

• If the truth is

• And you estimate an AR(1) with trend

• Then the coefficient estimates converge in 
probability to the true values (α,0,1)

• It is important to include the time trend in this 
case.
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Example with simulated data with drift

• N=50

• N=200



Non‐Standard Distribution

• A problem is that the sampling distribution of 
the least‐squares estimates and t‐ratios are 
not normal when there is a unit root

• Critical values quite different than 
conventional



Density of t‐ratio

• Non‐Normal

• Negative bias



Testing for a Unit Root

• Null hypothesis:
– There is a unit root

• In AR(1)
– Coefficient on lagged variable is “1”

• In AR(k)
– Sum of coefficients is “1”



AR(1) Model

• Estimate

• Or equivalently

• Test for β=1 same as test for ρ=0.

• Test statistic is t‐ratio on lagged y
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AR(k+1) model

• Estimate

• Test for ρ=0

• Called ADF test
– Augmented Dickey‐Fuller 

– (Test without extra lags is called Dickey‐Fuller, test 
with extra lags called Augmented Dickey‐Fuller)
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Theory of Unit Root Testing

• Wayne Fuller (Iowa State)
– David Dickey (NCSU)

– Developed DF and ADF test

• Peter Phillips (Yale)
– Extended the distribution 
theory



STATA ADF test

• dfuller t3, lags(12)

• This implements a ADF test with 12 lags of 
differenced data

• Equivalent to an AR(13)

• Alternatively

• reg d.t3 L.t3 L(1/12).d.t3



Example: 3‐month T‐bill



Example: 3‐month T‐bill

• The p‐value is not significant

• Equivalently, the statistic of ‐2 is not smaller 
than the 10% critical value

• Do not reject a unit root for 3‐month T‐Bill



Alternatively

• The t for L1.t3 is ‐2
• Ignore reported p‐value, compare with table



Interest Rate Spread



ADF test for Spread

• The test of ‐4.8 is smaller than the critical value

• The p‐value of .0001 is much smaller than 0.05

• We reject the hypothesis of a unit root

• We find evidence that the spread is stationary



Testing for a unit Root with Trend

• If the series has a trend

• Again test for ρ=0. 

• dfuller y, trend lags(2)
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Example: Log(RGDP)

• ADF with 2 lags

• The p‐value is not significant. 
• We do not reject the hypothesis of a unit root
• Consistent with forecasting growth rates, not levels.



Unit Root Tests in Practice

• Examine your data.
– Is it trended?
– Does it appear stationary?

• If it may be non‐stationary, apply ADF test
– Include time trend if trended

• If test rejects hypothesis of a unit root
– The evidence is that the series is stationary

• If the test fails to reject
– The evidence is not conclusive
– Many users then treat the series as if it has a unit root

• Difference the data, forecast changes or growth rates



Spurious Regression

• One  problem caused by unit roots is that it 
can induce spurious correlation among time 
series
– Clive Granger and Paul Newbold (1974)

• Observed the phenomenon

• Paul Newbold a UW PhD (1970)

– Peter Phillips (1987)
• Invented the theory



Spurious Regression

• Suppose you have two independent time‐
series  yt and  xt

• Suppose you regress  yt on  xt
• Since they are independent, you should 
expect a zero coefficient on  xt and an 
insignificant t‐statistics, right?



Example
Two independent Random Walks



Regression of  y  on  x

• X has an estimated coefficient of .6
• A t‐staitsitc of 18! Highly significant!
• But x and y are independent!



Spurious Regression

• This is not an accident
• It happens whenever you regress a random 
walk on another.

• Traditional implication: 
– Don’t regress levels on levels
– First difference your data

• Even better
– Make sure your dynamic specification is correct
– Include lags of your dependent variable



Dynamic Regression

• Regress y on lagged y, plus x

• Now  x  has insignificant t‐statistic, and much 
smaller coefficient estimate

• Coefficient estimate on lagged y is close to 1.



Message

• If your data might have a unit root
– Try an ADF test

– Consider forecasting differences or growth rates

– Always include lagged dependent variable when 
series is highly correlated
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