
Distribution of Least‐Squares

• In classic regression, if the errors are iid
normal, and independent of the regressors, 
then the least‐squares estimates have an 
exact normal distribution, not just asymptotic

• This is not true in most time‐series 
regressions.



Non‐Classical Distributions

• Estimates in autoregressive models
– Biased downwards 

– Skewed

– Thick tails

• Especially
– When autoregressive coefficients are large 

– Sample sizes are small

• These issues diminish in large samples



Example

• Take the AR(1) model with intercept

• et N(0,1)
• T=100, 500, 1000
• β=0.0, β=0.5, β=0.9, 
• Numerically calculate distribution of least‐
squares estimate of β

ttt eyy ++= −1βα



Distribution, β=0.0



Distribution, β=0.5



Distribution, β=0.9



Interpretation

• Estimates of autoregressive parameters are 
random

• Even if regression error is normal, the 
parameter estimates are not normally 
distributed

• Distributions are less normal when AR 
coefficient is large

• Distributions are more concentrated and 
normal when sample size is large



Asymptotic Standard Deviation

• The least‐squares estimate is asymptotically 
(approximately) normally distributed

• In the simple model

then

• The standard deviation measures the precision of the 
estimate, but it is unknown.
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Standard Errors 

• Estimates of the standard deviations are called 
standard errors, and are reported in 
regression output

• They are used to measure estimation 
precision.



Classical standard errors

A classic standard error is an estimate of the 
standard deviation from the formula

This formula is valid under conditional 
homoskedasticity
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Robust standard errors

• “Robust” standard errors are estimates of

• These are the conventional standard errors for 
regression analysis 

• Also known as “White” standard errors
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Halbert White

• Professor Hal White, UCSD
• Leading contributor to econometric 
methods, especially time series 
analysis

• Introducted robust standard errors 
into econometrics (1980)
– Most referenced paper in economics

• Founded Bates‐White consulting firm, 
a leader in economic policy analysis



Have you seen robust standard errors?

• If you took an econometrics course other than 
410, you may not be familiar with robust 
standard errors

• If you are currently taking 410, you won’t cover 
robust standard errors until later in the course
– Wooldridge uses the homoskedasticity assumption in 
the early part of his text

• Stock‐Watson use robust standard errors 
throughout



Does the Choice Matter?

• Classic standard errors are for the assumption of 
conditional homoskedasticity

• This is unforecastability in the variance
– This is not implied by conventional unforecastability

– It may be a convenient approximation for macro data

– It is a bad assumption (quite false) in financial data
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Example: Stock Returns, AR(1)

• The robust standard error on the AR(1) 
coefficient is almost twice as large as the 
conventional standard error



Computation

• In STATA, the default is conventional standard 
errors.

• They are automatically reported with the 
regress (reg) command

• For robust standard errors, use the “r” option

.reg y x, r



Example: Real GDP Growth



With Robust st. errors



Robust st. errors

• With the “r” option 

.reg y x, r

• You get robust
– Standard errors

– t statistics and p‐values

– test statistics



Annoyance

• In STATA, with the “r” option, STATA omits sum 
of squared error table
– Yet this can be useful

• So both commands may be useful

.reg y x

.reg y x, r



Interpretation of standard errors

• The standard errors measure precision of the estimate
– Forecasts use estimated coefficients. 

• Small standard errors mean the estimate is precise
– Good for forecasting

• Large standard errors mean the estimate is not precise
– Bad for forecasting
– Inaccurate estimates leads to inaccurate forecasts



Interpretation of t‐statistics

• “t” is the coefficient estimate divided by the standard error.
• It is used to test if the coefficient is zero

– “P>|t|” is the p‐value of the t‐statistic
– If p<.05 you “reject” the hypothesis of a zero coefficient

• Hypothesis tests are useful for assessing economic theories
– But are less useful for picking good forecasting models



Interpretation of Confidence Interval

• The 95% interval is the coefficient estimate plus 
and minus 1.96 times the standard error

• Helps gauge possible values for the true coefficient

• Useful tool



Summary

• In one‐step‐ahead forecast regressions with 
unforecastable errors
– Robust standard errors generally appropriate

– Classical standard errors appropriate under 
conditional homoskedasticity



Regression with Correlated Errors

• In some regression models, the errors are 
correlated
– Pure Trend Models

– Pure Seasonality Models

• In these models the errors can be correlated

• Classical and robust standard errors are not 
appropriate

ttt exy ++= βα



Example: Stock Volume



Least‐Squares Variance Formula

Recall for

When the  v  are uncorrelated
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General Formula

Define

When the  v  are uncorrelated  fT=1, otherwise not.

Then
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Adjustment Factor

• The asymptotic variance of least‐squares is the 
conventional, multiplied by an adjustment 
factor for the serial correlation
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Autocovariance of v

• We want a useful formula for

• Since E(vt)=0, then 

the autocovariance of  vt
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Variance of sum of correlated v
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Adjustment Factor

• Where the  ρ(t‐j) are the autocorrelations of vt
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• This double sum is the sum of all the elements 
in the matrix

• There are
– T of the ρ(0)
– 2(T‐1) of the ρ(1)
– 2(T‐2) of the ρ(2)
– …
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Adjustment Factor

• Dividing by  T

• If  T is large

( )

( )j
T

jT

jt
T

f

T

j

T

j

T

t
T

ρ

ρ

∑

∑∑
−

=

==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=

−=

1

1

11

21

1

( )∑
∞

=

=+→
1

21
j

T fjf ρ



Summary: Least‐Squares Variance

• When the errors are correlated

• The conventional formula is multiplied by an 
adjustment for autocorrelation
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HAC Estimation

• Estimation of  f
– For variances and standard errors under 
autocorrelation

• Called heteroskedasticity and  autocorrelation 
consistent (HAC) variance estimation

• Multiply conventional variance estimates by 
estimates of  f



HAC Estimation

• The adjustment is

where ρ(j) are the autocorrelations of vt=xtet
• Estimate ρ(j) by sample autocorrelations using 
least‐squares residuals

• But in a sample of length  T we cannot 
estimate all autocorrelations well
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Unweighted HAC Estimator

• For some truncation parameter  m, 

• Original proposal 
– L. Hansen, Hodrick (1978)
– Hal White (1982)

• Difficiencies
– This estimator is not smooth in the truncation 
parameter

– The sample estimate can be negative
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Lars Hansen

• Professor Lars Hansen, U Chicago

• Invented Generalized Method of 
Moments, the leading estimation 
method for applied econometrics

• Introduced unweighted HAC 
estimator for multi‐step regression 
models

• On short list for Nobel in economics



Example of Negative Estimate

• Take m=1

• Then
if estimated ρ(1)<‐1/2 

( ) 01ˆ21ˆ <+= ρf



Example: Liquor Sales

• Transform to growth rates

• Monthly change in log liquor sales

• Regress on Seasonal Dummies only to obtain 
seasonal pattern



Autocorrelation of Residual

• The first autocorrelation is less than ‐1/2



Weighted HAC Estimator

• Called Newey‐West variance estimator
– Whitney Newey, Ken West (1987)

• This weighted estimator is always positive

• Smoothly changes in truncation parameter  m
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Whitney Newey and Ken West

• Professor Whitney Newey, MIT
– Leading econometric theorist

• Professor Ken West, Wisconsin
– Macroeconomist, econometrician
– Forecast evaluation and comparison

• Joint paper in 1987
– Weighted HAC estimator
– One of the most referenced papers 
in econometrics



Computation

• In STATA, replace regress command with newey
command

.newey y x, lag(m)

• You supply the truncation parameter “m”

• Similar to regression with robust standard errors

• These are identical

.newey y x, lag(0)

.reg y x, r



Example: Liquor Sales



With Newey‐West standard errors



Truncation Parameter

• m should be large when autocorrelation is large

• Sophistical data‐dependent methods to pick m 
have been developed, but are not in STATA

• Stock‐Watson default (explanatory x’s)

• Trend/Seasonal default

3/175.0 Tm =

3/14.1 Tm =



Derivation of Defaults

• Due to Andrews (1991)

• The optimal  m minimizes the mean‐squared 
error of the estimate of  f

• When  vt is an AR(1) with coefficient ρ, 
Andrews found the optimal  m  is
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Donald Andrews

• Professor Donald Andrews, Yale

• Leading econometric theorist

• Contributions to time‐series
– Optimal selection of truncation 
parameter

– Tests for structural change



Default Values

• Stock‐Watson
– If both xt and et are AR(1) with coef ½, then vt=xtet
has AR(1) coefficient  ρ=.25. Plug this in, and C=.75 

• Trend‐Seasonal
– If xt is trend and/or seasonal and et are AR(1) with 
coef ½, then vt=xtet has AR(1) coefficient  ρ=.5. 
Plug this in, and  C=1.4
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Liquor Sales again



Example: Men’s Labor Force 
Participation Rate, Trend Model





Summary

• In one‐step‐ahead forecast regressions
• If the errors are serially uncorrelated

– Use Robust standard errors
• reg with r option

• If the errors are correlated
– Use Newey‐West standard errors

• newey y x, lag(m) 
– In pure trend or seasonality models

• Set  m=1.4T1/3

– In dynamic regression
• Set  m=.75T1/3



h‐step‐ahead forecasts

• In the AR(1) Model

• The optimal h‐step forecasting regression 
takes the form

• The error  ut is a correlated MA(h‐1) 
– Unless β=0

ttt eyy ++= −1βα

1
1

2
2

1 +−
−

−−

−

++++=

++=

ht
h

tttt

tht
h

t

eeeeu

uyy

βββ

βα

L



h‐step‐ahead models

• In any h‐step model

the variable vt =yt‐het is generally serially 
correlated

• Generally MA(h‐1)

• Correct adjustment term

thtt uyy ++= −βα
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Newey‐West Standard Errors

• Standard errors can be estimated using the 
Newey‐West method

• Truncation parameter set to forecast horizon
– m=h 
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Example: Unemployment Rate
• 12‐month‐ahead forecast with 4 AR lags

– Robust standard errors:



Example: Unemployment Rate
• Newey‐West standard errors:
• Standard errors on lag 13 and 14 decrease by half
• Standard error on constant more than doubles



newey and forecasting

• predict works after newey command

• e(rmse) does not work, only after regress or reg
– rmse not computed or reported

• Use newey to assess model and examine 
coefficients

• Use reg to compute out‐of‐sample forecast 
intervals



Summary

• In one‐step‐ahead forecast regressions
– If the errors are serially uncorrelated, use r option
– If the errors are correlated

• Use newey for standard errors
– In pure trend or seasonality models set  m=1.4T1/3

– In dynamic regression set  m=.75T1/3n

• Use reg and e(rmse) for forecast intervals

• In h‐step‐ahead forecast regressions
– Use newey with m=h  for standard errors
– Use reg and e(rmse) for forecast intervals
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